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Prefacio

A ideia que nos'fez escrever este livro foi a de preencher a lacuna de um
texto que apresentasse os fundamentos bdsicos da Logica Matemadtica, usando a
prépria Matematica. Visavamos um livro que pudesse ser usado por professores
e alunos do Ensino Bésico, particularmente, alunos envolvidos em olimpiadas de
Matematica, estudantes dos cursos de Matematica e demais interessados.

E justamente quando precisam ou ingressam na universidade quéasmaioria
de'nossos alunos se chocam ao se deparar com o formaliSmo e'a abstragdo que
requerem algumas.das primeiras disciplinas de Matematica. O choque decorre,
principalmente, de caréneias naformagdodos alunos, de seus professores e de um
Ensino Médio que, na maioria das vezes,-ndo lhes fornece um preparo adequado
e nem lhes treina para usar o raciocinio l6gico'dedutivo que posteriormente lhes
serd cobrado. Juntam-se a esse danoso fato alguns livros didaticos que trazem
erros conceituais, a exemplo de nao ‘distinguir defini¢oes de demonstracoes, além
de provar fatos matemdticos com exemplos, fazer mal uso de notacoes, dentre
outros disparates.

No ambito das universidades, ainda temos o fracasso de certas disciplinas
introdutdrias de Légica e de Fundamentos da Matemdtica, que deixam de ensinar
como a Matematica realmente funciona, acabam se tornando improdutivas € ndo
conseguem corrigir falhas do raciocinio 16gico dos alunos ([42]) nem lhes preparar
adequadamente para o Magistério ou para disciplinas mais adiantadas.

E necessario despertar nos professores do Ensino Basico e em nossos jovens
alunos o espirito critico, o raciocinio correto e o cuidado com a linguagem, para
que repassem esses conhecimentos as proximas geragdes € possamos, com isso,
melhorar o ensino nesse aspecto.

X1
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Nosso objetivo neste livro é que, em curto intervalo de tempo, os leitores
possam compreender como a Matematica funciona, como as ideias da Matematica
surgem e se desenvolvem; que possam, também, aprender as principais técnicas
de demonstracdo e comecem desde cedo a dar atencdo ao minimo de rigor que
a Matemdtica demanda, aprendendo a se comunicar com uma linguagem clara,
precisa e fundamentada na Légica. Cremos que, quanto mais cedo um estudante
puder ter acesso a esses conhecimentos, mais facilmente aprenderd vérios outros
tépicos que irdo aparecer ao longo de sua formacao.

Tivemos a inten¢@o de escrever o livio com uma linguagem cativante e leve.
Trabalhamos com diversos casos reais de erros e dificuldades em relacdo ao en-
sino e a aprendizagem de Matemadtica, que alunos e professores encontram em
livros didaticos e que enfrentam nas, salas de aula e em seus cotidianos. Também
objetivamos despertar a curiosidade dos leitores para varios topicos que julgamos
interessantes, tanto da Matematica como de sua histéria.

Para ler o livro, sdo necessarios, basicamente, conhecimentos matematicos
do Ensino Bisico, principalmente os da Teoria Elementar dos Niimeros e os da
Geometria Plana.

O _texto destina-se a ser usado em disciplinas iniciais de Fundamentos de Ma-
tematica, de'Légica Matematica (elementar), de Resolu¢do de problemas, em
cursosyde preparagdo. para Olimpiadas de Matemadtica, de aperfeicoamento para
professores dos Ensino Fundamental 8 Médio e em outros cursos de natureza se-
melhante.

Aos leitores, ressaltamos os seguintes fatos:

* Para explicitar que estamos fazendo umardefini¢do, as palavras que deno-
minam um objeto serdo grifadas em fonte negrito.

* As palavras estrangeiras estdo escritas em itdlico. Visando um melhor en-
tendimento do texto, sentencas matemadticas e algumas palavras também
estdo em itdlico.

e Para dar o minimo de formalismo e manter nossa proposta, tivemos de ex-
plorar noc¢des intuitivas que os leitores certamente possuiam de certos temas
e, por vezes, fomos impelidos a fazer uma introduc¢do ingénua de outros.
Mas, no momento oportuno, esses temas foram devidamente formalizados
e detalhados.
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* Algumas referéncias, mesmo nao citadas nos capitulos, sdo sugestdes para
consultas posteriores e constam na Referéncia Bibliogrifica.

* Os exercicios se propdem contemplar os mais diversos casos em que pos-
sam se apresentar os temas estudados.

e Algumas citagdes usadas no comeco dos capitulos foram tiradas do Mathe-
matical Quotation Server, na pagina eletronica

http://math.furman.edu/~mwoodard/mquot.html

(consultada em outubro de 2023) e traduzidas livremente para o Portugués
pelo autor.

A leitura do artigo [55Jitalvez tenha sido uma de nossas primeiras motivagdes
para escrever este livito. A"Revista do Professor de Matematica (RPM) e a cole-
¢do [47], ambos editados pela Sociedade Brasileira de Matematica, foram, além
de inspiragdo, razao de varios_temas abordados ao.longo.do texto. Utilizamos a
ultima referéncia como fonte para criar varios exercicios baseados em fatos reais,
com_o.intuito de desenvolver o senso critico dos leitores em relacdo aos livros
didaticos e'a maneira como esses livros abordam certos tépicos de Matematica.

Agradecemos’aos seguintes colegas por sugestdes e correcdes: Angelo Ron-
calli, Antonio Brandao, €laudianor |Oliveira Alves, Daniel Pellegrino, Francisco
Jalio de Aratjo Corréa, Lucio Guerra; Marcelo Martins dos Santos, José Iraponil
Costa Lima, Samuel Duarte, Sinval Braga, Tomas Edson Barros, Vandik Estevam
e Alan de Aratjo Guimaraes. Agradeco ao professor José Lindomberg Possiano
Barreiro pela ajuda com o IXTEX e pela confecgdo das figuras. Agradego ainda,
profundamente, a um parecerista andnimo pela leitura técnica e por suas valiosas
opinides para melhorar o texto.

Sugestoes para leitura e uso do livro:

1. A proposta é que se estude mais rapidamente os capitulos iniciais, objeti-
vando chegar logo ao Capitulo 11, quando comeca o estudo das demonstra-
¢Oes matematicas.

2. Os capitulos, se¢des ou subse¢des marcados com um asterisco (*) podem
ser suprimidas em uma primeira leitura, sem que se altere a proposta princi-
pal do livro. Esses topicos podem ficar para leitura individual complementar
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ou para serem apresentados pelos proprios alunos, como algum trabalho da
disciplina na qual o livro esteja sendo usado. Essa sugestdo ndo significa
que esses topicos ndo sejam importantes na formagao dos alunos!

3. Os capitulos, secdes ou subse¢des marcados com dois asteriscos (k) abor-
dam tépicos essencialmente de Logica e podem também, com o devido cui-
dado, ser omitidos para um uso mais rapido do livro.

Contamos que nos enviem sugestdes, nos apontem falhas e erros para que
possamos melhorar nosso texto. Usem o endereco: demoraisfilho@ gmail.com

Campina Grande, marco do ano de 2012

Esta quarta edigao foi ada e atualizada. Também aproveitamos para fazer

pequenas modifica
i egas,
professores;alun
0.2 todo

DE)ina Grande, outubro do ano de 2023
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240 17. Mais duas técnicas de demonstragdo

Figura 17.1: Em muitos casos, ndo se deve perder a tese T’ de vista para conseguir descobrir a de-
monstracdo. Se a demonstragdo for encarada como uma ponte ligando hipétese a tese, nada impede
de usar a tese e raciocinar um pouco “de trds para frente” para tentar descobrir como construir essa
ponte. Claro, podera haver algumas tentativas infrutiferas, mas essa ponte deve ser construida. Nao
se deve desistir!

Vamos a um exe g cmos O seguinte teorema

x—l—y

Teorema 17.1.1. Se omiimeros reais positivos, entdo \/xy < —— 5

OS reais pOSlthOS

O N
temos IM r o S po-
e. Como fazer isso partindo apenas

deduzir uma desigualda
Bem, nesse caso, a tese tem urnnEmuito importante na descoberta da

demonstrag;ao Vejamos.

SIERATIORN:

sentido contrario e usar essa expressao para deduzir a tese?
Pois bem, examinando a tese temos:

2
? ?
s (vmy < () -

? x242x 2

2
:>4xy§x2+2xy+y2 =

!
=0<—2y+y* =0< (x—y)*



17.1. Ndo perca a tese de vista. A técnica “de trds para frente” 241

Usamos as interrogagdes em cima do simbolo de desigualdade, pois nio sa-
bemos se elas sdo vdlidas. Mas, observe que ao final deduzimos a expressio
(x —y)? > 0, que sabemos ser verdadeira, pois o quadrado de qualquer nimero é
nao negativo.

Agora, serd que os passos anteriores ndo podem ser revertidos, ou seja, as
implicagdes anteriores valem em sentido contrario? Se valerem, como dessa vez
estamos partindo de uma desigualdade vélida, provaremos o que queremos.

De fato, as implicagdes valem em sentido contrdrio (nesse caso, no sentido
direto também). Temos a

Demonstraciio do Teorema 17.1.1: Sejam x e y nimeros reais. Como (x —y)? > 0,
temos as implicagdes:

X =2xy+y* > 0=
=x° +2xy+y > 4xy =

Como x e y sdo nim

ﬁEy = * ¢ da dltima desigualdade
resulta

MA;i‘E“M”ﬁ‘i‘ibA

1. Nao se pode usar a tese diretamente em uma demonstragdo! Nao pode haver
dudvidas sobre isso!

Note que, informalmente, como em um rascunho, sem perder a tese de vista,
apenas encontramos uma desigualdade vilida, e voltando nas implicacdes
a partir dessa desigualdade vélida € que a tese foi deduzida.

2. Nesse método de demonstracdo, observe com o devido cuidado se real-
mente as implicagdes valem em sentido contrério.



19 | Demonstracoes usando a
contrapositiva

nou que sem hipoteses ndo hd qualquer
anto, em qualquer argumento, examine as
hipoteses.”

19.1 A cont

dw sentenca

Olhando mais atentamente a demonstracae’do Lema 16.2.1, naquela demons-

tracd0 provamos a se $ tmpdr, entdio n* r rgdmentos da
téc acao p o,au 0 que
que S: 2 & par, ent s par.

Portanto, na verdade, escrevendo essas sentencas na forma implicativa, pro-
vamos naquela demonstragdo a seguinte implicacdo:

-

(n é impar = n* é impar)=(n* é par = n é par). (19.1)
Se chamarmos as proposi¢des
H:n?épar e T:népar,
as negagdes dessas sentencas sao, respectivamente,

“H: n* éimpar e “T: néimpar.

251
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